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ZADANIE I. — ODLEGŁOŚĆ DWÓCH PUNKTÓW. 


1. Mając dane spółrzędne (z, y) i (w, y) dwóch punktów M i M’, znaleźć ich wzajemną od- 
ległość. 


15 metoda. — Przypuśćmy dwa punkta odniesione do dwóch osi spółrzędnych jakichkol- 
wiek Oz i Oy, których kątem jest6; poprowadźmy spółrzędne tych punktów i złączmy MM; 
otrzymamy tym sposobem dwa obwody wielokątów 


OPM i OPMM, 
mających tęż samą wypadkowę OM ; O początek ; M koniec. 


Jeżeli oznaczymy przez « i ß katy prostćj MM’ z osiami Ox i Oy, i jeżeli rzucimy kolejno te dwa 
obwody na trzy osie Oz, Oy, MM, biorąc za kierunek dodatny rzutów na MM, kierunek w którym 
element MM' przypuszcza się być przebieżonym, otrzymamy : 


rzucając na Oz: x+y’ dosó=«x+y dos9-+ /dos a, 
rzucając na Oy: x dos0 + y” =x dos 0+ y + dosk, 
rzucającnaMM: g dosa +y dosg = © dosa + ydos$ + l; 


równości w których / przedstawia długość bezwzględną MM. 
ART. VIII. l 
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2 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 
Związki poprzedzające mogą się napisać : 
( (cr — z) + (y —y) dos9 =/dosa, 
(1) (c — x) dos 9 + (y — y) = l dos $, 
(c — x) dosa + (y'— y) dos p= l. 


Fig. i. 


Między temi trzema równaniami wyrugujmy dosa i dos ß; w tym celu pomnóżmy ostatnie przez 
l, i zastąpmy w nićm / dos a, ¿dos $ przez wartości, których dostarczyły dwa pierwsze, będzie 


(1) P=MM=(r —2)' +-(y —y)* +2 (1 — x) (y —y) doso, 
albo 
(3) I=MM =+ Va— z)" + (y —y) +22 — £) (y —y) dos0. 


W przypadku, w którym osie są prostopadłe, 0 = z5 a zatém : 


(4) L= (x' — x) + (y — y) 
albo 
(5) L=MM = vfr —2)* + (y — yr. 


28a metoda. — Jeżeli zauważymy trójkąt MMH, dostrzeżemy że : 


z pzm Z 
MM” =P=MH + MH —2MH.MH.dos(MHM); 


otóż 
MH=zx— 7, 
MNH=y—y, 
MAŃ = x —0; 

więc 


MM =(c— 2)? + (y — y) + 2 (a — z) (y —y) dos 0. 

Pierwsza metoda jest prawdziwie korzystną z tego powodu, że prowadzi bezpośrednio do wzoru 
zupełnie ogólnego, ponieważ ona opiera się na teoryi ogólnćj rzutów; podczas gdy druga wymaga 
rozbioru różnych położeń względnych, jakie mogą przedstawiać punkta M i M względem osi spół- 
rzędnych. 

2. jeżeli jeden z punktów uważanych jest początkiem spółrzędnych, M' na przykład, potrzeba 
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KILKA ZADAŃ GEOMETRYI ANALITYCZNEJ, 3 
przypuścić © =0, y =0; wzory (2) i (4) przyjmą kształt szczególny : 
(6) B=a* + y? + Zcy dosó (osie pochyłe) ; 
(7) P =x +y? (osie prostokątne). 
Te wzory dają odległość punktu M czyli (x, y) od początku spółrzędnych. 


3. UwAGA. — Wzory (3) i (3) dają wartość na / z podwójnym znakiem, co nie przedstawia niedo- 
godności, jeżeli się tylko żąda bezwzględnćj wartości odległości. Lecz, w wielu przypadkach, od- 
cinki leżące na jakićjkolwiek prostćj powinny być uważane jako dodatne lub odjemne, stosownie 
czy się liczy w jednym kierunku lub w innym. 


Otóż, związki (1) pozwolą napisać, bez dwuznaczności, odległość MM co do wielkości i co do znaku ; 
wypada ztąd w rzeczy samćj, 


(8) NM — [—(F— 7) + (y —y) doso _(x' — z) dos 0 + (y'— y) 
GIS dos a b dos 6 


dos « i dos B są dostawami kątów linii MM z osiami dodatnemi Oz i Oy, i w tym przypadku wartość 
MM, przypuszczona dodatną, jest daną przez jedną lub drugą z równości (8). Dostawy kątów linii 
MW z osiami będą oczywiście — dos a, — dos 6; długość odcinka MM, który podług naszćj umowy, 
jest odjemnym, ponieważ on jest przebieżonym w kierunku przeciwnym od poprzedzającego, będzie 
miała na wartość bezwzględną (— MM albo — 7); z drugićj strony, ta wartość bezwzględna będzie 
dostarczoną przez wzory (8) w których zastąpi się dosa i dos 8 przez —dos « i — dos $; otrzyma się 
więc: 


ZI — ©) + (y —y) doso _ (x —2)dos6 + (y — y) 
— dos a BA — dos ? 
gdzie rozpoznaje się widocznie kształt (8). 
Więc, przyjmując a i B za katy kierunku dodatnego, jakićjkolwiek prostéj z osiami spółrzędnych, długość 


odcinka MM [którego początkiem jest M czyli (x, y) akońcem M czyli (©, y')] będzie daną co do wielkości 
i co do znaku przez wzory : 


(9) MW —=/— (c — z) + (y —y) dos 6 _ (x — <) dos0 + (y —y), 
: dos « ri dos 5 j 


to jest że wartość na /, dostarczona przez te wzory, będzie dodatną lub odjemną, według tego jak od- 
cinek MM będzie skierowany w pewnym kierunku lub w innym na prostćj uważanćj. 


W przypadku osi prostokątnych, to pytanie będzie rozwiązanćm za pomocą wzorów : 


(10 MM =I=F=ZT—YV-Y, 
) de dos « dos $ 


ZADANIE I. — RÓWNANIE PROSTEJ PZZECHODZĄCEJ PRZEZ PUNKT STAŁY, 

ZADANIE III. — PROSTA RÓWNOLEGŁA DO PROSTÓJ STAŁEJ. 

4. — 1° Przypuśćmy punkt stały wyznaczony przez jego spółrzędne z,, y,, i niech będzie : 
(1) Ac + By + C=0, 


równaniem ogólném prostéj. Punkt z,, y, jest na prostćj, jego spółrzędne powinny sprawdzać równa- 
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4 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 
nie tćj prostćj, być więc winno : 
(20) Az, + By, + C =0. 

Ta równość wyznaczy spółczynniki A, B, lub C; równanie szukane otrzyma się odejmując (19) 
i (29) stronami, co daje : 
(1) A (c—a,) + B (y —y,) =0, 
jestlo równanie ogólne prostych przechodzących przez punkt 2,, y, ; ono zamyka w sobie tylko jeden 
parametr zmienny, gdyż stałe A i B nie wchodzą do nich Lylko przez ich stosunek. Można je napisać 
pod kształtem 


(2) y — y= a(.—24) 


zakładając a = — 5; a jest spółczynnikiem kątowym nieoznaczonym. 


2 Przypuśćmy punkt stały określony przecięciem się dwóch prostych takich jak : 


M=mr + my +m =ü, 


(3) 


N=nr +ny +n =0; 
równaniem ogólnćm prostych przechodzących przez przecięcie się dwóch prostych danych będzie : 
(4) M +XN—.0, 
gdzie X jest stałą nieoznaczoną. 

W rzeczy samćj, równanie (4) będąc pierwszego stopnia względem < i y, przedstawia linię prostą ; 
spółrzędne punktu przecięcia się prostych (3) znoszą M i N, a tém samém, sprawdzają równanie (4); 
więc prosta (4) przechodzi przez punkt przecięcia się dwóch prostych danych. Nakoniec równanie (4) 
jest równaniem ogólnóm prostych, zadosyć czyniących temu warunkowi ; t. ją, że ono przedstawia 
wszystkie proste przechodzące przez punkt dany. W rzeczy samćj, jakakolwiek z tych prostych będzie 
zupełnie wyznaczoną, gdy ją się zmusi do przejścia przez drugi punkt różny od punktu danego ; 
otóż będzie można rozporządzić ilością X w sposób, aby prosta (4) przeszła przez ten drugi punkt 
dowolnie wzięty; więc równanie (4) będzie mogło przedstawiać którąkolwiek bądź z prostych szu- 
kanych. 

5. — Prosta równoległa do prostej stałej. 

4° Kiedy dwie proste są równoległe, ich spółczynniki kątowe są równe. 

Niech będzie, w rzeczy samćj, a spółczynnik kątowy pierwszćj prostćj, a « jćj kąt z osią Ox; a spół- 
czynnik kątowy drugićj prostćj, a « jéj kat z Ox ; 0 wyznaczając kąt osi, ma się 


wsta , i wst g 


a = — ; a = 
wst (0— a) wst(0—a) 
Gdy dwie proste są równoległe, będzie «= «'; a tém samém a=a. 


Odwrotnie, gdy spółczynniki kątowe są równe, proste są równoległe. 
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KILKA ZADAŃ GEOMETRYI ANALITYCZNEJ. 5 
Ma się w rzeczy samćj według tego założenia, 
wsta __ o wsta 
wst(6—x2) wst (0— a)’ 
albo 
2wst awst (9—a«)=2wslu« wst (9 — u); 
ztąd : 
dos (9 — x — a) — dos (6 + a — a ) = dos (9 — a — a ) — dos (6 — a + «'); 
i nakoniec 
dos (6 ++ a — « )=dos(8 — a + «). 
Dostawy są równe, summa lub różnica łuków jest równa liczbie całkowitćj okręgów ; otóż summa 
nie może być równą ilości 2Kz, gdyż wynikłoby wtedy 0 =Kz, co nie jest; mamy więc: 
a —« = Kz; 
warunek niezbędny aby proste były równoległe. 
2 Wynika ztąd, że równanie prostćj, przechodzącćj przez punkt dany (,, y,) i równoległćj do pro- 
stój mającćj za spółczynnik kątowy a, jest : 
y — y, =4 (x —1,). 
ZADANIE IV. -— RÓWNANIE PROSTEJ PRZECHODZĄCEJ PRZEZ DWA PUNKTA. 
6. Niech będą (£, y;), (14, Ya) spółrzędne dwóch punktów danych, i 
(1) Ac+By+0=0 
równanie prostćj. Ilości A, B, C są nieoznaczone ; wyraźmy, że ta prosta przechodzi nrzez dwa punkta 
dane, otrzymamy warunki : 
(2) Ax, + By, + G=0, 
(3) AT, + By, + (=0. 
Z tych dwóch związków potrzeba wyciągnąć Š i A potćm tak otrzymane ich wartości wstawić 


w równaniu (1); albo, co ua jedno wychodzi, wyrugować A, B, C, między trzema równa- 
niami (4), (2), i (3), jednorodnemi i pierwszego stopnia względem stałych A, B, C; wypadkiem z ru- 
gowania jest: 


c y 1 
(4) zi yy 1 |=0, 
Ją Ya 1 
lub, rozwijając ten wyznacznik, 
(4 Bis) T (y4— Y) + y (La — 21) + 2 Y2— ty =0. 


Można jeszcze wyrugować w ten sposób : odejmijmy równanie (2) od rownania (1), następnie toż 
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6 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 
równanie od równania (3), będzie : 

A (c — t,) +B (y—y,) =0, 

A (£3—1,) + B (y —y,) =0; 
zkąd wynika dzieląc stronami, po przeniesieniu wyrazów co do B na drugą stronę, 


(3) WO _YS>W. 


lub jeszcze : 


(5 bis) =L (z 


równania (4), (4bis), (5), (5bis) są różnymi kształtami prostćj przechodzącćj przez dwa punkta dane. 
Ostatni kształt pokazuje nam, że spółczynnikiem kątowym a prostćj przechodzącćj przez dwa pun- 
kta jest : 


6 IW, 
© a= 


Spółczynnik kątowy może się otrzymać wprost sposobem następującym : 


Niech będą dwa punkta M, i M,, poprowadźmy ich spółrzędne i równoległa M,H do osi odciętych ; 
trójkąt M, HM, daje : 


— _Wsta __MH, 
- wst(0—x) MH” 


otóż : 

MH=y»—y; MH=m— z; 
więc 
(6) a= oh, 


Tı— Ly 


7.— Równanie prostćj przechodzacćj przez punkt dany (x, y,) i przez punkt przecięcia 
się dwóch prostych danych M=0, N =0. 


Równaniem ogólnćm prostych przechodzących przez przecięcie się dwóch prostych danych jest : 
n° (4), 


(mz + my + m.) +A (nc + ny + ns) =0; 
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KILKA ZADAŃ GEOMETRYL ANALITYCZNEJ, F 
wyznaczmy X wyrażając, że prosta przechodzi przez punkt dany; równanie prostéj szukanćj bę- 
dzie : 
7 MI + Myy + Ma __ NE MY ++ Na 
(7) ME, + Myy HM, NL + NY, + NĄ 
8. — Warunek aby trzy punkta były w linii prostej. 


Niech będę (£y, Yo), (£1, Y1), (£a, Y2), trzy punkta dane; równanie prostćj przechodzącój przez dwa 
ostatnie, jest : n° (6) 


z y 1 
Tı Yı 1 =, 
Tą Y: 1 


aby trzy punkta były w linii prostéj potrzeba, aby pierwszy był na prostćj łączącćj drugi z trzecim 
t. j., aby ich spółrzędne sprawdzały równanie poprzedzające ; znajduje się tym sposobem warunek 
szukany : 


To Yo 1 
(8) m ya 1 | =0; 
Ta Ya 1 


ten związek rozwinięty przedstawi się pod kształtem następującym : 
(8 »is) (Tya — cy) + (Eyo — Ty) + (E1 — TY) 20; 
dwa ostatnie nawiasy wyprowadzają się z pierwszego przez przemianę kołową. 


ZADANIE V. — PROSTA W NIESKOŃCZONOŚCI. 


9.—Zastępując vi y przez > i Z w równaniu : 
Az+ By + C=0, 
otrzymamy : 
(1) Ac + By + Gz=0; 
jestto równanie jakićjkolwiek prostćj w spółrzędnych jednorodnych; = i i są stosunkami przedsta- 
wiającemi spółrzędne Kartczyańskie jakiegokolwiek punktu prostćj; z, y, z, są spółrzędnemi jedno- 
rodnemi tego punktu. 


Spółrzędne początku prostćj (1) będą miały wartości następujące : 
OM="=—Ż, ON= j= — 4. 

Z, $ 
otóż przypuśćmy, że stałe dowolne A i B zmniejszają się coraz bardzićj i dążą do zera, podczas 
gdy C nie staje się zerem, odległości OM i ON będą się coraz bardzićj zwiększać, i prosta MN od- 


dali się nieograniczenie; kiedy A i B staną się zerami, powiemy że prosta przeniosła się do nieskoń- 
czoności na płasczyznie. 
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8 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 
Z drugićj strony ; równanie (1) sprowadza się, gdy A i B są zerami, do 


(2) z==0 


Fig. 3. 


możemy więc uważać to równanie jako wyrażające, że prosta (1) oddaliła się do nieskończoności. 
ZADANIE VI. — PRZECIĘCIE SIĘ PROSTYCH. 
10. Niech będą dane równania dwóch prostych : 
| Az+ By + C =0, 
| Az + Byy + (,=0; 


spółrzędne ich punktu przecięcia muszą sprawdzać jednocześnie równania tych dwóch prostych ; 
otrzymamy więc, rozwiązując układ (1); wartości następujące 


g— BOG BIC, 
AB; = A,B 
(2) 
—_ GA, =GA 
= BSAB : 


Kiedy mianownik (AB, — A,B) jest różnym od zera, wzory (2) dają na x i y wartości skończone i wy- 
znaczone; dwie proste przecinają się wtenczas oczywiście. 

Jeżeli AB, — A,B=0, i gdy AC, — ACZ 0; wartości na x i y są nieskończone; dwie proste są 
wtedy równoległe. 

Związek przypuszczony można napisać : 


E 

Boz AB 
wyraża on tym sposobem równość spółczynników kątowych dwóch linii prostych. 

Jeżeli AB, — A,B =0, i gdy jednocześnie AC, — A,GC=0, wartości na z i y są nieoznaczone ; dwie 
proste zlewają się, t. j. przystają do. siebie w całćj rozciągłości. 

Aby dwie proste były równoległe, potrzeba i wystarczającym jest, aby spółczynniki zmiennych były pro. 
porcyonalne. 

To podanie dowodzi się za pomocą wzorów (2), jak to już wykonaliśmy w roztrząsania poprze- 
dzającćm. 

Można także je uzasadnić w sposób następujący : 

Równanie ogólne prostych przechodzących przez punkt spotkania się dwóch prostych (1) jest : 

Ac + By + C +3 (As c + By + 04) =0, 
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KILKA ZADAŃ GEOMETRYI ANATATYCZNEJ. g 
albo, robiąc go jednorodném i porządkując : 
(3) (A+ XA) z + (B -+3B;,)y + (C + X0,)3:=0. 


Otóż, jeżeli dwie proste (1) są równoległe, ich punkt przecięcia znajduje się w nieskończoności; 
równanie (3) musi więc módz przedstawiać prostę w nieskończoności, co wymaga żeby było: 
A+A, =0; B+23B,=0; czyli: 


A B 
(3) A, 1 j 


ten warunek konieczny, jest oczywiście dostatecznym ; gdyż, jeżeli on jest spełnionym, można kazać 
przejść prostćj w nieskończoności przez ich punkt spotkania się; ten punkt znajduje się więc w nie- 
skończoności. 


11. — Warunek, ażeby trzy proste spotkały się w jedny 


Przypuśćmy, że równaniami trzech prostych są : 
Ac + By + 0 =0, 
(1) A,z + B;y + 0,=0, 
Ast + Bay + (,=0. 


Jeżeli xiy są spółrzędnemi punktu wspólnego dla tych trzech prostych, potrzeba aby wartości na 
e i y wyciągnięte z dwóch pierwszych równań na przykład, i podstawione w trzecićm, przywiodły je 
do tożsamości ; t. j. aby wypadek z rugowania zmiennych z i y między trzema równaniami był ze- 
rem, czyli że być powinno : 


A Q 
(2) 2) 58.0. LU, 
Ay B G 
albo rozwijając 
(2 bis) A (B, C+ — B;C;) + A; (BC — BC;) + A, (BC, — B,C) =0; 


takim jest warunek szukany. 
12. — Jeżeli M=0, N=0, P=0, są równaniami trzech prostych nie zbiegających 
się, równanie jakićjkolwiek prostéėj będzie można zawsze sprowadzić do kształtu : 
mM +- nN + pP=0, 
gdzie m, n, p są ilościami stałemi. 
Niech będą naprzykład : 
M =ac-+ ay + a =0, 
(4) N = bx + by + b= 0, 


P= eor tay F (e =0, 
ART. Vill. 
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40 PAMIĘTNIE TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VII. 
równania trzech prostych stałych :i niech będzie : 
(2) ac + By -Hy =0 
równanie jakićjkolkiek prostćj dowolnie wziętćj; a, ß, y, Sa danemi. Będzie można zawsze napisać 
równanie tćj ostatnićj prostćj pod kształtem : 
mM + nN + pP =0, 
t. j., zastępując M, N, P, przez funkcye linijne (1), które one przedstawiają : 
(3) m (ac + ay + a) + n (br byy + bs) + p (c£ + ciy + t) =0. 


Dla udowodnienia tego, dosyć jest pokazać, że można zawsze znaleźć na m, n, p wartości skończone 
i wyznaczone tak, aby dwa równania (2) i (3) przedstawiały tęż samą prostę. Wyraźmy w rzeczy sa- 
méj, że proste (2) i (3) zbiegają się, otrzymamy: 
ma —-nb + pe __ may + nb, + pe, __ Ma, + nba + pc, 
u c B Ax Y j 


(3) 
oznaczywszy przsz 3 wartość wspólną tych stosunków, znajduje się do wyznaczenia wartości uie- 
i m n p WET 
znanych =, =» =, trzy równania : 
NAZZA 
ma + nb + pe =a, 
(4) | ma; - nb, + pe, =4, 
Maa + Nba -+ pea = hy, 
Wyciągając z tych równań m, n, p, w funkcyi A i podstawiając ich wartości w równaniu (3), ilość 


nieoznaczona % zniknęłaby jako czynnik wspólny. Otóż warunek konieczny i dostateczny, aby war- 
-tości na m, n, p były skończone i wyznaczone jest, żeby mianownik wspólny t. j. wyznacznik : 


był różnym od zera; warunek ten ma miejsce sam przez się, gdyż jeśliby to wyrażenie było zerem, 
trzy proste M, N, P, byłyby zbiegajacemi się (14); co jest przeciwnćm przyjętemu założeniu. 
Więc... 


KĄTY I ODLEGŁOŚCI. 


ZADANIE VII. — KAT JAKIEJKOLWIEK PROSTEJ Z OSIAMI SPÓŁRZĘDNYCA. 


13. — Mając dane równanie jakićjkolwiek prostój 


(1) Au + By + C=0, 


spółczynnikiem kaątowym a téj prostćj jest $, i ma siẹ, na mocy dowodzenia podanego w jednym 
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z numerów poprzedzających : 


A wst z 
2 = — = ————— 
(2) S B wst(— a4) 


gdzie a jest kątem prostéj z osią odciętych. 
Z równości (2) mamy 
a (wst 6 dos z —wst a dos 6)= wst u; 
zkąd 


sty a = SR: 
1 + ados9 
ten wzór, daje wartość kąta « prostćj z osią odciętych, w funkcyi spółczynnika katoweg» a. 
Kiedy osie są prostokątne, 0=90°, a wówczas : 
(3 bis) sty «=a. 


Dowodzi się bezpośrednio, za pomocą wzoru (3), że jeżeli spółczynniki kątowe & i a dwóch pro- 
stych są równe, dwie proste są równoległe. 


Mamy w rzeczy samćj, oznaczając przez a i « kąty tych prostych z osią Ov, 


= a wstó 
* 4+ados6" 
sty = a wst0 


Sipa dost 
otóż jeśli a =a, wypada oczywiście sty «x = sty« ; lub 
a =u + kr. 
Wynika także ze związku (2) że równaniami dwójsiecznych kątów pomiędzy osiami są : 
y= r=0, y+xr=0; 


pierwsze równanie daje dwójsieczną kąta części dodatnych osi; drugie daje dwójsieczną kąta speł- 
niającego kąt dany 6 zawarty między osiami ; t. j. dwójsieczną kąta (z — 0). 


14. —Związek między kątami jakićjkolwiek prostćj z osiami; wyznaczenie tych katów. 
Poprowadźmy przez początek spółrzędnych równoległą do prostój uważanćj ; niech będą z i 8 katy 
tćj prostćj z osiami OX i OY, te kąty są określone jak to było powiedzianóm powyżćj; niech będzie 


"M jakikolwiek punkt prostćj, i OM=g; rzućmy obwód OPM spółrzędnych z, y, tego punktu na. 
OX, OY, i OM, otrzymamy (0 jest katem pomiędzy osiami) 


© + y dos =p dos « 
(4) Ka: 
z dosx + ydos p =p. 


Rugając ©, y, i p między temi trzema równaniami, znajdujemy związek szukany między kątami ui $, 
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1 dosó dosa 
(3) dosó 4 dosg | =0; 
dosa dos$ 4 
ta 1.ówność przedstawia się pod kształtem następującym : 


(6) dos? « + dos*B — 2 dos a dosk dos 9 = wst*0. 


Fig. 4. 
W wielu przypadkach będziemy mieli sposobność użycia tego związku. 
Jeżeli dane równanie prostćj jest 
Ax + By= 0, 
identyfikując to równanie z równaniem wynikającém z dwóch pierwszych równań (4), to jest : 


s y dost _ x dost -+ y 
dosa dos 


, 


znajduje się : 


dosB — dosados9__ dos 8 dos9 — dos x_k 


a 
) A B 


Z równości (7) wypada 


A dos 98 — B 
dose = k s 
| wto * 
(10) < 
A — B dos 0 
sS8B==k A 

| ponp wst? 9 


Podstawiwszy te wartości w związku (6), wypada, po niektórych uproszczeniach, 


(11) BZ WRAZ 
ę — A? +B*— 2AB dos$ 
Ostatecznie mamy więc 
dów = A dos0 —B l 
== yA? + B* — 2AB dos 6 Jada: 4 auGdE- B 
(12) zkąd =— 
3 A — B dos 0 dos A — B dos 9 
dosf = 


zrYA? + B*— 2AB dos 6” 
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Znaki górne i dolne powinny być brane razem; i jakićmkolwiek jest założenie wybrane, kie- 
runek prostćj znajduje się bez dwuznaczności, jeśli się ma wzgląd na dwa równania (12) jedno- 
cześnie. 


ZADANIE VIII. — KAT DWÓCH PROSTYCH. 
15. — Niech będą równaniami dwóch prostych 


Ax + By + (=0 
(1) 


A,x + By + 0(,=0, 


równania, te można jeszcze napisać 


A EA ER 
y =ar + b 2 R=="p) 
(2) f ; założywszy 
y=aqc+4 SSA: [07 
GZ OBI: Ao 4 
1 1 


Jeżelia i a, są kątami, części dwóch prostych, znajdujących się po nad osią odciętych, z kie- 
runkiem osi dodatnćj, mamy 


(3) 


EN 
Y jest katem ÁIA,. 


Ztąd wypada 
sty V= sly q — sty « 5 
1-slyasty x, 
Otóż według n° (13) 


a wst 0 a, wstó 


st Z —. 5 zz >: 
Je 4 + ados0 Are 4 +a dos8 * 


podstawiając te wartości we wzorze poprzedzającym, znajdujemy 


(4) styV =__—_(4—a)wstó _. 
1 + (a + a) dos 0 +aa,’ | 


albo, zastępująca i a, przez ich wartości — A -7 


(4 bis) (AB, — A,B) wstó 


A AZER na ad CJ CA RÓB DOMA 
AA; + BB, — (AB; + A B) dos6 
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W przypadku osi prostokątnych, gdzie 0 = 90°, te wzory stają się 


SPRZACE. 
ý 1 + aa, 
sę: ,„. AB, — A,B 
(: sty V=, 
i z AA; + BB; 


Dwie proste tworzą zawsze dwa kąty spełniające ; jeżeli za pomocą tego wzoru chcemy znaleźć 
wartość bez dwuznaczności jednego z tych katów, należy naprzód napisać związek (3) określający 
kąt uważany, pamiętając powyżćj wzmiankowane znaczenie kątów u, które daje wzór (3) nu- 
meru (13). 


Roztrząsanie wzorów (4) i (5). 


Uważmy naprzód, że licznik i mianownik sty V nie mogą być zerami jednocześnie dla wartości rze- 
czywistych na a i a. 


W rzeczy samćj, wst 9 jest różną od zera, przeto gdybyśmy mieli jednocześnie 
a,—a=0, 
1 + aa, +- (a + a) dos 6=0; 
wypadłoby 
1 +a + 2ados90 =0, lub (a dos5)* + wst*9%=0; 
równość która nie może nigdy być sprawdzoną, albowiem wst 9 jest różną od zera. 


19 Aby dwie proste były równoległe, potrzeba i dosyć jest, ażeby sty V była zerem, t. j., aby spół- 
czynniki kątowe były sobie równe. 


2 Aby dwie proste były prostopadłe, trzeba i dosyć jest, aby sty V była nieskończoną ; co według 
uwagi zrobionćj będzie miało miejsce, jeżeli 


(6) 1 + aa, + (a + a) dos 0 = 0; 
a w przypadku osi prostokątnych 
(6 bis) | + aqq =0. 


Związek (6) albo (6 »is) jest warunkiem (koniecznym i dostatecznym) aby dwie proste przecinały 
się pod kątem prostym. 


16. — Można jeszcze rozwiązać to zadanie sposobem następującym : 


Niech będą w i py katy prostćj OM, z osiami, «s i ĝa katy prostćj OM, ; poprowadźmy spółrzędne 


Fig. 0. 


jakiegokolwiek punktu , Miperwszćj prostćj, 1 rzaućmy obwód OPM, na Ox, Oy i OM;, oznaczywszy 
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przez V kąt MOM. Znajduje się tym sposobem, zakładając OM, =/: 
© + y dos 0 =/ dosa, 
© dos0 + y = l dos fy, 
© dos 2, + y dos 8, == l dos V ; 


wyrugowawszy £, y,i / między temi trzema równaniami, znajduje się 


1  dosó dosa 
(4) dos$ 4 dosh | =0, 


dosa, dos$g, dos V 


albo 
(4. bia) wst? 6 dos V = dosa, dosa, + dos $, dos 8, — (dos a, dos 8e + dos a, dos 8,) dos 0; 
a w przypadku osi prostokątnych 
(2) dos V =dosa, dos æ +- dos $, dos $,. 
Jeżeli teraz równania dwóch prostych mają kształt ś 
( Az + By + C=0, 
(3) 
Au -+ By + 0, =0; 


wyciągnie się naprzód, jedna po drugićj, wartość dos «,, dosfy,; dos æ, dosfa, za pomocą wzorów (12) 
numeru (14); a następnie podstawiając te wartości we wzorze (1 is), otrzyma się 


AA, + BB, — (A,B + AB,) dos 0 


(4) dos y= — >. 
+ VA* + B* — 2AB dos6 VA, +B, — 2A,B, dos6 


Ten wzór daje dwa kąty spełniające jakie tworzą dwie proste ; ztądto pochodzi obecność znaku po- 
dwójnego. 


ZADANIE IX. — RÓWNANIE PROSTEJ PRZECHODZĄCEJ PRZEZ PUNKT DANY I PROSTOPADŁEJ DO LINII PROSTEJ 
DANEJ. 


17. — Przypuśćmy naprzód punkt dany przez jego spółrzędne 2, i ys. 
Równaniem ogólnćm prostych przechodzących przez ten punkt jest 
yY — y= (z — t); 
aby ta prosta była prostopadłą do prostéj danćj 
(1) y =ac +b 
potrzeba aby spółczynnik kątowy a sprawdzał związek numeru (15) 


4 -+ aa + (a + a' ) dos 0=0; 
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zkąd wypada 


+ »_.__1 +ados0, 

(2) 7 0 0000 
Równaniem prostopadłćj szukanćj jest więc 
1-+ a dos8 

3 —=y,=—= r—21): 
(3) o: a + dos6 ml 
a w przypadku osi prostokątnych 

; 1 
(3339 y=" a). 


18. — Przypuśćmy punkt dany przecięciem się dwóch prostych 
M= mz + m,y +m =0, 
(2) 
N = nz + my + n= 0; 
i niech będzie równanie prostćj danéj 
(2) Ax + By +0 =0. 
Równaniem ogólnćm prostych przechodzących przez punkt (1), jest 
(3) M ++ AN =0, 
lub 
(m +n) c + (m; + Any) Y + Ma + Ana =0. 


Wyraźmy że ta prosta jest prostopadłą do prostćj danćj (2); otrzymamy w przypadku osi prosto- 
katnych 


A m+hm _ ś: 
B m,+hn, i 
zkąd wypada 
ELAR Bm, 
~ Ant Bn’ 


Równanie prostopadłćj będzie zatém 


1) mac + my +m, __na ny + ny 
Am+ Bm , An+ Bn, 


ZADANIE X. — ODLEGŁOŚĆ PUNKTU DANEGO OD LINII PROSTEJ DANEJ. 
19. — Przypuśćmy naprzód osie prostokątne. 
1° Równanie prostćj ma kształt następujący 

(1) x dos w + y Wstw— p=0, 


niech będą zę, Y, spółrzędnemi punktu. 


http://rcin.org.pl 


KILKA ZADAŃ GEOWETRYI ANALITYCZNEJ. 17 
Przedstawiają się dwa przypadki : 
15% przypadek. — Punkt M,(z,.y,)i początek spółrzędnych są z obu stron prostćj. Popro- 


wadźmy prostopadłę M,l i spółrzędne punktu M,, potćm rzućmy obwód OP,M.IH na OH; otrzymamy 


pP = T, dos » + Ya WSt w + ò, dos (MÍ, OH), 


Fig. 7. 


oznaczając przez ò wartość bezwzględną odległości szukanćj. Kąt zawarty pomiędzy Ml i OH jest 
równy 180°, więc 


(2) è, = 4, dos w + Yy, Wst ù — p. 


2ei przypadek. — Punkt M‘, (£e Y) i początek O są z tójże saméj strony prostćj. Rzućmy 
jeszcze na OH obwód OP',M lH ; otrzymamy 


p= x'a dos w + yo Wst w òo dos(M;l, ÒH), 

oznaezywszy przez 3%, wartość bezwzględną odległości szukanćj. Kąt zawarty pomiędzy MI i OH jest 
tu równym 180°, albo raczćj zeru, a zatćm 
(3) õa = p — z, dosw— yg Wsto. 

słowem, odległość punktu M, (£, y,) od prostéj 
(1) © dos o + y wst o — p = 0 
jest daną, w wartości kezwzględnćj 8, przez wzór : 
(4) =+ (x, dos w + Y, Wst w —- p); 


-+ jeżeli początek i punkt M, są z obu stron prostćj; — jeżeli początek i punkt M, są z tójże samćj 
strony prostćj. 


2 Równanie prostćj w ogólnym kształcie 
(5) Ax + By+ C =0. 
Może być sprowadzoném do kształtu 
(6) z doso +y wst w — p =0, 


założywszy warunki 


(7) dos w = Wsto = zÈ ; wst o + dos? w 211. 


A B [0 
Otóż odległość punktu (15, y,) od prostćj (6) jest 


= r, dos o + 9, Wst w — p. 
ART. VII. 3 
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Związek (7) daje nam wartości ilości nieznanych dos», i p, mamy bowiem 


A 


dosw==——, 
EVA? + B* 


B 


wst o = — , 
zkyA? + B? 


PARIS 
ZAB 
Podstawiając w wyrażeniu poprzedzającóm na ð powyższe wartości, będzie 


Ac, -+ By, +C 
Eo 


©? 


(8) 
Tak więc : odległość punktu od prostéj jest równa pierwszćj stronie równania prostćj, w którćm się zastąpiło 
xz i y przez spółrzędne punktu danego, podzielonćj przez pierwiastek z summy kwadratów spółczynników 
ilości zmiennych. 
20. — Przypuśćmy teraz osie pochyłe. 


15 metoda. — Możemy przypuścić równanie prostćj danćj sprowadzone do kształtu 


(4) £dos © -y dos (0 — w) —p=0. 
Rzucając obwód OP,M,IH na prostę OH i rozumując jak w przypadku poprzedzającym, widzimy 
x 
M, 
0 P, 
Fig. 8. 


że odległość, w wartości bezwzględnćj, puntu M, (£a Yo) od prostćj (1) jest daną za pomocą wzoru 
(2) = + [x dos o + y, dos (0— ») —p]; 
bierze się znak +, jeżeli punkt M, i początek są z obu stron prostćj ; bierze się znak —, jeżeli punkt 
M, i początek są z tójże samćj strony prostćj. 
Jeżeli teraz równanie prostćj danćj jest 
(3) Ac + By + 0 =0, 
sprowadzi się je do kształtu (1) zakładając 


dos» __dos (0— w) __ 


e p = U 


odległością szukaną będzie wtedy, nie zważając na znak, 
8=2,dos w + y dos(0 — w») — p. 


Dla wyznaczenia ilości nieznanych dos w, dos(0 — w), p, uważmy że w i (0— w) są kątami prostćj 
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OH z osiami spółrzędnych, i że między temi kątami zachodzi związek (6) numeru (14), 
(0) dos? w + dos? (0— w) — 2 dose dos (6 — w) dos 0 = wst? 9. 


Oznaczywszy przez k wartość wspólną stosunków (4), wyciąga się ze związku (5) 


(5) = wst o 
=+ VA? +, B*— 2ABdos6' 


Ztąd wyciągniemy łatwo dos w, dos(6—w); a podstawiając tak otrzymane wartości w wyrażeniu 
na 8, znajdziemy 


(7) 5—_(A% + By, +C) wstó | 
+ VA” + B*— 2ABdos6 
jestto wyrażenie odległości punktu (£,, y,) od prostćj 
Ax + By + C=0. 


26a metoda. — Możemy przypuścić równanie prostćj danćj 


(8) Ac +By+C=0 
sprowadzone do kształtu 
(9) y=az +, 
założywszy 

A C 


Równanie prostćj, poprowadzonćj przez punkt dany M, (2%, y,) prostopadle do prostćj (9) będzie 
numer (17) 


TĘ. + a dos 0 
a + dos 0 


(11) == (£ — 1). 


Fig. 9. 
Niech będą z i y spółrzędnemi spodka P tój prostopadłćj, znajdziemy 
MP'=(c — 2) + (Y — Y) + 2 (© — x) (y—y,) dos 8; 
otóż, otrzyma się spółrzędne z i y punktu przecięcia się dwóch prostych AB i M,P, rozwiązując dwa 
równania (9) i (14); lecz, gdy wyrażenie M,P, zawiera w sobie tylko różnice (z — z) i (y — y,) po- 


dobnie jak równanie (11), lepićj więc będzie przekszlałcić także równanie (9) tak, aby ono zawierało 
w sobie tylko tóż same różnice; otrzymamy to, pisząc je w sposób następujący 


(12) Y — Y =a (t — 1.) + (az, + b — Y). 
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Rozwiązanie równań (11) i (12) względem (z — 1,) i (y — Yo) daje nam 


(Ya — ac, —- b) (a + dos 8) 


t — T = 1 + «& + 2a dos 0 1 
ppn a ZR 0, 


1 + a” + 2a dos $ 
Podstawiwszy te wartości w wyrażeniu na M,P, otrzymamy 


up — in) i sg ! 
F=MP = meS TIN [(a + dos 6)? + (I + a dos 0)? — 2 (a + dos 0) (4 + a dos 0) dos 0]; 


po wykonaniu wszystkich uproszczeń, wypadnie wyciągając pierwiastek kwadratowy : 


(y, — ac, — b) wstó | 


(13) = HD; 
== y1 + 2a dos 0 + a° 
albo, zastępując a i 5 przez ich wartości (10): 


(Ax, + By, + C) wst 0 


+ VA? + B* — 2AB dos 6. 


(14) A= 


21. Streszczenie i roztrząsanie. 


1° Kiedy równanie prostéj ma kształt 
(4) xz dos w + y dos (0 — »)— p = 0, 
odległość, w wartości bezwzględnéj, punktu M, (£o y,) 0d téj prostćj będzie daną za pomocą wzoru 
(2) è = + (x, dos w — y, dos (0 — w) — p). 


W równaniu (2) należy brać znak + , gdy punkt M, i początek leżą z obu stron prostćj; należy zaś 
brać znak —, kiedy punkt i początek spółrzędnych leżą z tójże samćj strony prostćj. 


W przypadku osi prostokątnych, równaniem prostćj będzie 
(1 bis) x dos » + y wstw — p = 0, 
a otrzyma się na wyrażenie odległości 
(2 bis) S= + (r, dos w +, Wst o — p). 
2 Jeżeli równanie prostćj ma kształt 
(3) Ax + By + C =0, 
odległość punktu M, (£o y,) od tćj prostćj będzie daną za pomocą wzoru 


— (Ag, + By, + C) wst0 


(4) eg": E r EET doi (osie pochyłe) 
à s«_A , 
(4 bis) | Ez (osie prostokątne). 
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ZADANIE XI, — BIEGUNOWA PUNKTU WZGLĘDEM JAKIEGOKOLWIEK UKŁADU DWÓCH PROSTYCH. 


I. — Określenie i równanie biegunowej punktu. 

22.— Mając dane dwie proste stałe SA i SB; przez punkt stały P prowadzisię jakąkolwiek sieczną, 

spotykającą w a i b dwie proste stałe; ne tćj siecznéj bierze się punkt M taki że 
2 1 1 
I sa R 

(1) PM Pa * Pó 
kiedy sieczna obraca się około punktu P, punkt M opisuje prostą, która jest nazwaną biegunowa punktu 
P, a punkt P nosi nazwisko bieguna. 

W związku (1) odcinki są liczone od punktu P; co doznaków i co do znakowania będziemy po- 
stępowali podług prawa przyjętego w jednym z numerów poprzedzających. 

To określenie jest przypadkiem szczególnym określenia więcćj ogólnego, które zobaczymy w nauce 
własności ogólnych krzywych. 


Zauważmy zaraz, że związek (1) może przybierać następujące kształty : 


PN — EG = PEBL albo a it 
otóż 
PM + Ma + aP =0, zkąd PM— Pa= — Ma; 
P | PM + Mb+bP =0, zkąd PM— Pó=— Mż; 


Fig. 10. 


mamy więc, co do wielkości i co do znaku, drugi kształt 


Ma Mb Ma Mb 
(2) R 7 Gacie, lub "Rd | i 


0. 
Związki (1) lub (2) określają zarówno miejsce punktu M albo biegunowę punktu P. 
23. — Dla znalezienia równania biegunowćj, weźmiemy naprzód związek (1) jako punkt wyjścia : 
Niech będą (2, i y,) spółrzędne punktu P zaś 
A =ar + ay + a, =0 
(3) i 
B =bx + byy + by "0 


równania dwóch prostych SA i SB. 
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Spółrzędnemi jakiegokolwiek punktu (z, y) prost'j PM będą 


= EMW 


(4) 


. Y=Y FEP 

w tych wzorach p przedstawia odległość PM, a stałe X i p. zależą od katów « i B jakie tworzy prosta 
PM z osiami Os i Oy. 

To przypuściwszy, oznaczmy przez p, pı, p, długości odcinków PM, Pa, Pb; związek (t) stanie się 
9 4 
= b =l 1 . 
P Pi Pa 

Otóż odległości p, i p, otrzymają się zastępując w równaniach (3) x i y przez ich wartości podane 
w równaniach(4) ; będzie więc, oznaczając przez A, i B,, czćm się stają A i B kiedy się w nich zastąpi 
x i y przez spółrzędne z, i y, punktu P : 


(3) 


RENE ENE RY 
(6) SE ja + a, P= 30 + ub,” 


związek poprzedzający staje się wtedy 
2 Mud b + ub 
7 = + — 0 + — — —=0. 
s 55. 6 
Dla wartości dowolnćj nadanćj X lub p, równania (4) i (7) wyznaczą punkt odpowiedni M; innemi 
słowy, spółrzędne jakiegokolwiekbądź punktu sprawdzą równania (4) i (7) i wszelkie ich połączenie 
a szczególnićj połączenie otrzymane rugując à i u, co prowadzi do następujacego równania : 


(8) gS gą Pw Y-WIÓ =, 
3 


cti | 
To równanie, dając związek między stałemi i spółrzędnemi w i y jakiegokolwiek punktu miejsca, 
będzie równaniem miejsca punktu M; widzimy więc, że tém miejscem jest linia prosta. 
Rozwijając równanie (8) biegunowćj będzie 
ax + 4 Y + 04 — 00 — Gy, +0, , dr + by + b, — bta —b Y — bo 
MY non o 3 O a a aa); 
o B, 
to równanie sprowadza się, mając wzgląd na znaczenie ilości A, i B,, do 


at -- a,/ -- 04 ba + by + b EN: 
at;+-dy, Ha, bay by, by 


(10) 
pisząc go pod kształtem skróconym będzie 
f A+ SB 
10 bis S. ——0. 
dk, E i 
24. — Można także znaleźć równanie biegunowéj biorąc za punkt wyjścia związek (2), to jest 


Ma Mb 
2 Ma _ Moo. 
(2) aP * 5P 
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Niech będą, jak poprzednio, 
A=ac + ay + 04 =0 
B= bz + by + b= 0, 


równania dwóch prostych; oznaczmy nadto przez z,, y, spółrzędne punktu P; x, y spółrzędne 
punktu M. 


Fig. 11. 


Według wzoru jednego z numerów poprzedzających, stosunki, w których SA i SB dzielą względnie 
odcinek PM, będą 


Ma__ ac-+ay-+-a 
aP WIESYIETM 


(11) 


Mb br by +5,, 
GP brot byy, +b, 


podstawiając te wartości w związku (2), otrzymuje się bezpośrednio równanie (10) to jest, związek 
między spółrzędnemi punktu M, albo równanie biegunowćj. 


25. — Równaniem biegunowćj punktu P (2,, y,) względem dwóch prostych A iB jest więc 


A B 
1 G===<+==0; 
(1) TT 0; 
D 
A 
8 
( 
Fig. 12. 


widzimy, że biegunowa przechodzi przez punkt spotkania się dwóch prostych. 
Równanie jakićjkolwiek prostćj przechodzącćj przez punkt S, jest 
A + 3B =0; 
wyrażając że ona przechodzi przez punkt P, mamy 


A,+-3B,==0, albo X==—$2 


o 


. 
, 


z 
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równaniem prostćj SP jest więc 
(2) D=— — — =0. 


Cztery proste 


A=(, 
B=0; 
A B 
C=—+—= 
"nik aa 
SER: 
= —=0) 
ów "W * 


tworzą co się zowie pękiem harmonicznym ; proste połączone A i B są nazwane sprzężonemi względem 
pary dwóch prostych © i D;a proste połączone Q i D są także sprzężonemi względem paryA i B. 


Te nazwania, które znajdziemy późnićj w teoryi więcćj ogólnćj, są usprawiedliwione przez wła- 
sności następujące : 

Prosta © jest, względem pary A i B, biegunowa jakiegokolwiek punktu prostej D; a prosta D jest bic- 
gunową jakiegokolwiek punktu linii 0. 


Prosta B jest, względem pary Q i D, biegunowa jakiegokolwiek punktu linii A; a prosta A jest biegunową 
jakiegokolwiek punktu linii prostćj B. 


Dowiedźmy odwrotne twierdzenia tych własności : 


1° Niech będzie P' (©, y,) jakikolwiek punkt prostćj SP albo D, biegunową tego punktu będzie 


a zatóm równanie poprzedzające staje się wtedy 


% > Ea 
PA kk 


równanie to przedstawia dokładnie prostę C. 
2° Niech będzie Q (24, 41) punkt prostćj C; biegunową tego punktu będzie 


AA LAB. 
AB > 


otóż jeżeli punkt Q (zy, %4) znajduje się na prostćj C, mamy 
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a zatém równanie poprzedzające staje się wtedy 


równazie to przedstawia dokładnie D. 


3° Niech będzie (©., y) punkt prestćj A ; biegunową tego punktu będzie, względem układu (CiD), 


otóż mamy 


a ponieważ A, jest zerem, równanie poprzedzające sprowadza się do 
C—D=0, albo B=0. 
Gdy punkt (£s, 4+) jest na prostćj B, ilość B, jest zerem, i równanie biegunowćj staje się 
C+D=0, lub A=0. 


Uważmy że równania peku harmonicznego 


mogą jeszcze się napisać 


(2) B=0; 
(8)  A+kB=0, 
(GQ) A—iB=0; 
proste połączone (1) i (2) sa sprzężonemi względem układu (3), i (4); i odwrotnie, proste połączone (3) i (4) 
są sprzężonemi względem układu (1), (2). 
Ile — Wykreślenie biegunowej. 


26.— Biegunową punktu jest linia prosta, dosyć do jéj wykreślenia, wyznaczyć znajdujące się na nićj 
dwa jakiekolwiek punkta; a nawet jeden tylko, kiedy punkt spotkania się dwóch prostych układu jest 
wykreślony. Związki (4) i (2), określające biegunowę, dozwolą wykreślenia ustawionych na nićj tylu 
punktów ile się nam podoba; lecz własność następująca daje prostsze wykreślenie. Ta własność jest 
wreszcie ważną z punktu widzenia teoretycznego. 

ART. VIII, 4 
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Mając dane dwie proste SA i SB i punkt stały P; jeżeli, przez punkt P, poprowadzi się jakiekolwiek 
sieczne, i gdy się złączy pod przekątną punkta przecięcia się tych siecznych z dwiema prostemi; punkta 
spotkania się tych przekątnych są na biegunowćj punkiu P względem dwóch prostych danych. 
ji 
To podanie może się dowieść analitycznie wielu sposobami ; wskażemy tylko następujący. 
Weźmy dwie proste stałe za osie spółrzędnych; i niech będą (£o, y,) spółrzędne punktu P; niech 


beda nadto 


yp=2(r— z) 
J=p=M(e— 2) 


równania dwćch siecznych Pai Pa. 


Robiąc kolejno w dwóch równaniach ostatnich, naprzód y = 0, otrzymamy 


— Y— I =Y Yo, 
» 


0a=% 1 


to — Yo. 
s wać, 


Ob = Yo — Mt, 


0a =z, — Yo— 
M 


Ob, = Yo — To. 
Równaniami dwóch przekątnych a, i ab będą 


R = Śl = 
Oa * Ob, k Da, * O É 
albo 
JC y 
y —__ I _ <= 
M. AL — Yo MTo — Yo f, 
(2) ay ser) 


Spółrzędne punktu M przecięcia się tych przekątnych, sprawdzają te dwa równania jednocześnie, 
one sprawdzają więc wypadek otrzymany odejmując je stronami, to jest : 


| To 0 ) To -| 4 | 10 a z] 
y y I Yo U ` 
albo, sprowadzając do jednakowego mianownika 


(4 — À) [1% + Toy ] —0. 


k e= 
(3) (Xto— Yo) [7470 — Yo] 


Otóż 3, jest różnóm od), inaczćj dwie sieczne Pa i Pa, przystałyby do siebie, i otrzymałoby się 
nicoznaczoność ; dwa równania (1) i(2) przedstawiałyby wtedy jednę i tę samą prostę; równanie 
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sprowadza się więc do : 

. z 
(4) 2Y, + zy =0, lub =+ J=vp. 

To Yo 

To równanie, sprawdzone przez spółrzędne punktu M i niezależne ad dowolnych à i %,, przedsta- 
wia więc miejsce punktu M. 

Widzimy że tém miejscem jest linia prosta; i według równania ogólnego (1) numeru [25], wi- 
doczném jest, że tą prostą jest biegunowa punktu P; gdyż, w przypadku obecnym 


A =x, B=y, 
i równanie 

+ Ę =0 
staje się wtedy 

Z L= 0. 

To 0 


Ill" — Własności czworoboku zupełnego. 

27.—Nazywa się czworobokiem zupełnym figura utworzona przez układ czterech prostych nieograni- 
czonych ; sześć punktów przecięcia tych czterech prostych tworzą sześć wierzchołków czworoboku ; 
proste łączące dwa wierzchołki nie leżące na tymże samym boku sa przekątnemi. Jest trzy prze- 
katne. 

Mamy wyprowadzić z tego co poprzedza kilka ważnych własności czworoboku zupełnego. 

Niech będą A, B, C, D, E, F sześć wierzchołków czworoboku; AB, CD, EF, trzy przekątne; M, N, P 
przecięcia się tych przekątnych, 


M 


Fig. 14. 
1” Gzworobok zupełny przedstawia trzy pęki harmoniczne mające za wierzchołki M, N, P, to jest 
(MA, MB; MP, MN), 
(NC, ND; NP, NM), 
(PE, PF; PN, PM); 
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albo, posługując się znakowaniem skróconćm nader używanóm w geometryi : 
(M, AB NP), 
(N, GD PM), 
(P, EF MN), 


podkreśliliśmy proste połączone, 


Dowodzenie téj własności wyprowadza się bezpośrednio z twierdzenia, któreśmy dopiero co uza- 
sadnili, 


I tak, uważając punkt M i układ MN, NP, widzimy, że MB jest biegunową punktu A ; gdyż z punktu 
A wychodzą dwie sieczne A.CE, A.DF; i przekątne FC i DE przecinają się w B; ma się pęk harmo- 
nieczny utworzony przez dwie pary 

(MN, MP); (MA, MB). 

Uważmy punkt N i układ NP, NM; widzimy, że ND jest biegunową punktu C; gdyż z punktu Gwy- 
chodzą dwie sieczne C. AE, U.BF; i przekątne EB i AF przecinają się w D; mamy więc pęk harmo- 
niczny utworzony drzez dwie pary (NP, NM); (NG. ND). 

Wyprowadzi się tymże samym sposobem istnienie trzeciego pęku harmonicznego, utworzonego 
przez dwie pary (PN, PM); (PE, PF). 

2 Pęk harmoniczny dzieli harmonicznie poprzecznę jakąkolwiek; zobaczymy poniżćj powód 
i znaczenie tćj własności ; podług tego, podanie któreśmy dowiedli może się wysłowić w tych wy- 
razach : 

W czworoboku zupełnym każda przekątna jest podzielona harmonicznie przez dwie inne. 

3° Mamy jeszcze twierdzenie następujące : 

W każdym czworoboku zupełnym, środki m, n, p trzech przekatnych AB, CD, EF, są w linii prostćj. 


W rzeczy samćj, trzy proste Gy, ya, 6:, łączące środki boków trójkąta BCE, przechodza względnie 
przez środki p, m, n, trzech przekątnych; pytanie zależy od udowodnienia powyźćj już wyłożonej 
równości 


6p.ym,en==+- En em. yp. 


Otóż sześć,długości, jakie zawiera powyższy związek są dokładnie połowami odcinków, które po- 
przeczna ADF oddziela na trójkącie BEC; więc równość jest prawdziwą. 


Paryż, dnia 23 czerwca 1875 roku. 
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